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基于 ＤＥＭ的对称１３点局部窗口坡度算法分析
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摘　要：局部曲面拟合法是基于ＤＥＭ的计算坡度的常用方法之一，采用不同的拟合曲面和局部移动窗口将得到

不同精度的计算模型，探索不同的局部窗口类型可以丰富局部曲面拟合法在数字地形分析中的应用。本文考虑不

同距离临近点的高程信息，基于３×３局部窗口提出了一种由两种不同倍率、与主轴（ｘ轴、ｙ轴）呈４５°夹角的格网

点构成的新窗口———对称１３点局部窗口，推导了三阶曲面拟合该窗口的坡度计算公式，并利用典型数学曲面对该

模型的计算精度进行了分析。研究分析认为，相对于现有的坡度计算模型，三阶曲面拟合对称１３点窗口模型能显

著地提高坡度计算精度，但对误差的平滑能力较差，适用于高精度ＤＥＭ。本文的研究扩展了曲面拟合法在数字地

形分析中的应用。
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　　坡度作为一项重要的地形因子，是地表形态结
构、水文模型、土地规划、滑坡监测与分析等地学分

析模型的重要参数［１－２］。迄今为止，基于ＤＥＭ的坡
度计算模型发展了多种，较为常用的方法是在局部

范围（如３×３局部窗口）通过差分或者曲面拟合的
方法进行求取［３－４］。

坡度计算误差来源于三方面：数学模型误

差［５－６］、ＤＥＭ 采集误差［７－８］和 ＤＥＭ 格网分辨
率［９－１１］。对于一确定区域的 ＤＥＭ数据，其 ＤＥＭ数
据中误差、分辨率为固定值，不同坡度算法的精度差

异主要来源于数学模型误差，而对于局部曲面拟合

法，该差异主要归结于局部窗口和拟合曲面类型的

不同。对于前者，常用的窗口为３×３局部窗口，利

用二阶曲面拟合该窗口可以得到计算坡度的三阶差

分系列（如三阶不带权差分），这也是目前最为常用

的坡度计算方法［１２］。也有学者采用其他局部窗口，

如刘学军等［１３］通过对ＤＥＭ坡度计算的适宜窗口分
析，认为采用５×５局部窗口可以提取较理想的坡度
值；Ａｌｂａｎｉ［１４］在其所采用的试验区采用７×７局部
窗口得到了最佳的坡度值。因此，基于 ＤＥＭ的局
部曲面拟合法，其局部拟合窗口并不仅限于３×３局
部窗口，甚至不限于ｎ×ｎ局部窗口。本文在构建局
部窗口时，考虑不同距离、临近中心格网点的高程信

息，在主轴方向（ｘ轴、ｙ轴）各增加两个点，构成了
由两种不同倍率、与主轴呈４５°夹角的格网点构成
的新窗口———对称１３点局部窗口。



　　对于拟合曲面的类型，常采用的是二阶曲面，也
有采用高于二阶的其他多项式，如 Ｚｅｖｅｎｂｅｒｇｅｎ和

Ｔｈｏｒｎｅｖ［１５］认为二阶曲面不完全通过３×３局部窗
口，其表达的地形曲面不够精确，因而提出用不完全

四次曲面拟合地表，推导出的坡度计算表达式与二

阶差分一样；Ｆｌｏｒｉｎｋｙ［１６］在利用曲率导数提取地形
特征线时，提出利用三阶曲面拟合５×５局部窗口来
求取地形因子，并认为其有较高的精度。本文采用

三阶曲面拟合该窗口来求取坡度。经推导，三阶曲

面拟合对称１３点局部窗口模型与赵明伟（２０１２）［１７］

等提出的５节点二阶差分具有相同的表达式，本文
在其基础上更进一步了分析该算法的计算精度。

１　对称１３点窗口坡度计算

坡度Ｓ是地表高程沿东西、南北方向上的变化
率，假定地形曲面函数为 ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ），则坡度可表示
为：

Ｓ＝ａｒｃｔａｎ ｆ２ｘ＋ｆ
２

槡 ｙ （１）

式中，ｆｘ是南北方向的高程变化率，ｆｙ是东西方向的

变化率。

由（１）式知，对于地表某点的坡度求取，关键是
ｆｘ、ｆｙ的求取。局部曲面拟合法通常是根据最小二

乘法原理，利用曲面函数拟合局部移动窗口得到ｆｘ、

ｆｙ的解，如Ｅｖａｎｓ
［１８］采用二阶曲面拟合３×３局部窗

口（图１）；Ｆｌｏｒｉｎｋｙ采用三阶曲面拟合５×５局部窗
口（图２）等。表１给出了以局部曲面拟合法为基础
而推导出的常用的坡度计算模型，主要有三阶不带

权差分、三阶反距离平方权差分、三阶曲面拟合５×５
局部窗口模型等。

图１　３×３局部移动窗口
Ｆｉｇ．１　３×３ｌｏｃａｌｍｏｖｉｎｇｗｉｎｄｏｗ

图２　对称１３点局部窗口
Ｆｉｇ．２　Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ１３ｎｏｄｅｓｌｏｃａｌｍｏｖｉｎｇｗｉｎｄｏｗ

本文提出的对称１３点局部窗口如图２所示，由
中心点、内部４个单倍倍率格网点和外部８个双倍
倍率格网点构成，与主轴（ｘ轴、ｙ轴）成４５°夹角，实
质上可以看成在３×３局部窗口的主轴（ｘ轴、ｙ轴）
上各加了两个点，其格网点数介于３×３局部窗口和
５×５局部窗口。采用三阶曲面拟合该窗口求取坡
度，三阶曲面函数表达式为：

ｚ＝１６ａｘ
３＋１６ｄｙ

３＋１２ｂｘ
２ｙ＋１２ｃｘｙ

２

　 ＋１２ｒｘ
２＋１２ｔｙ

２＋ｓｘｙ＋ｐｘ＋ｑｙ
（２）

表１　坡度计算模型
Ｔａｂ．１　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｓｔｏｃｏｍｐｕｔｅｓｌｏｐｅ

算法 ｆｘ ｆｙ

三阶不带权差分
１
６ｗ（ｚ３－ｚ１＋ｚ６－ｚ４＋ｚ９－ｚ７）

１
６ｗ（ｚ１－ｚ７＋ｚ２－ｚ８＋ｚ３－ｚ９）

三阶反距离平方权差分
１
８ｗ［ｚ３－ｚ１＋２（ｚ６－ｚ４）＋ｚ９－ｚ７］

１
８ｗ［ｚ１－ｚ７＋２（ｚ２－ｚ８）＋ｚ３－ｚ９］

三阶曲面拟合５×５

局部窗口模型

１
４２０ｗ｛４４（ｚ４＋ｚ２４－ｚ２－ｚ２２）＋３１［ｚ１＋ｚ２１－ｚ５－ｚ２５

＋２（ｚ９＋ｚ１９－ｚ７－ｚ１７）］＋１７［ｚ１５－ｚ１１＋４（ｚ１４－

ｚ１２）］＋５（ｚ１０＋ｚ２０－ｚ６－ｚ１６）｝

１
４２０ｗ｛４４（ｚ６＋ｚ１０－ｚ１６－ｚ２０）＋３１［ｚ２１＋ｚ２５－ｚ１－ｚ５

＋２（ｚ７＋ｚ９－ｚ１７－ｚ１９）］＋１７［ｚ３－ｚ２３＋４（ｚ８－ｚ１８）］

＋５（ｚ２＋ｚ４－ｚ２２－ｚ２４）｝
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　　根据数值分析，曲面参数与一介偏导数具有如
下关系：

ｆｘ ＝ｐ＝
ｚ
ｘ
　　ｆｙ ＝ｑ＝

ｚ
ｙ

（３）

　　在５×５局部窗口（图２）中，设定格网分辨率为
ｗ，各格网点对应的高程为ｚｉ，则５×５局部窗口内各
格网点坐标已知。将各个格网点坐标代入方程可求

解各系数，由于方程个数大于未知数个数，因此采用

最小二乘法求解。将对称１３点局部窗口的各点坐
标带入曲面方程，可以得到１３个线性方程：

α＝Ｆβ （４）
式中，α为１３个已知高程ｚ的列向量：

α＝‖ｚ３　ｚ７　ｚ８　ｚ９　ｚ１１　ｚ１２　ｚ１３　

ｚ１４　ｚ１５　ｚ１７　ｚ１８　ｚ１９　ｚ２３‖
Ｔ （５）

β为包含１０个未知数的列向量：
β＝‖ａ　ｄ　ｂ　ｃ　ｒ　ｔ　ｓ　ｐ　ｑ　ｕ‖Ｔ（６）

Ｆ为已知坐标代入方程后与未知数 β、已知数 α对
应的１３×１０的常数矩阵。

根据最小二乘原理可得：

β＝（ＦＴＦ）－１ＦＴα （７）
　　由式（５）、（６）、（７）可解得偏导数ｆｘ、ｆｙ：

ｆｘ ＝
１
１２ｗ［８（ｚ１４－ｚ１２）－（ｚ１５－ｚ１１）］

ｆｙ ＝
１
１２ｗ［８（ｚ８－ｚ１８）－（ｚ３－ｚ２３

{ ）］

（８）

　　上式与赵明伟（２０１２）等［１７］考虑减小差分模型

的三阶偏导数误差项而推导出的５节点二阶差分的
表达式一样。根据式（８）可知，虽然三阶曲面拟合
对称１３点局部窗口模型采用的局部移动窗口包含
１３个格网点的高程信息，但坡度表达式中只涉及了
主轴方向（ｘ轴、ｙ轴）８个格网点的高程信息。

２　模型精度分析

#"!

　精确
30+

的模型精度分析

由于实际ＤＥＭ数据误差结构复杂、误差不易区
分和控制以及没有明确的可对比对象，而理论数学

曲面数学表达式已知，离散采样后格网点数据仅包

含离散化误差［１９］，曲面坡度真值可直接求取，因此，

本文采用理论数学曲面进行模型精度分析。

考虑实际地表的复杂性，在选取理论数学曲面

进行误差分析时，数学曲面应尽可能地逼近实际地

形，本文选择了具有类似于实际地形的山顶、洼地、

斜坡和平地等形态的高斯合成曲面（图３），高斯合
成曲面函数：

Ｚ＝３［１－（ｘ３００）
２］ｅ－（

ｘ
３００）

２－（ｙ３００）＋１）２

　 －１０［０．２（ｘ３００）－（
ｘ
３００）

３－（ｙ３００）
５］ｅ－（

ｘ
３００）

２－（ｙ３００）２

　 －１３ｅ
－［（ｘ３００）＋１］２－（

ｙ
３００）

２ （９）

图３　高斯合成曲面（－５００≤ｘ≤５００；－５００≤ｙ≤５００）
Ｆｉｇ．３　Ｇａｕｓｓｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｓｕｒｆａｃｅ（－５００≤ｘ≤５００；－５００≤ｙ≤５００）

分别采用５ｍ和１０ｍ的ＤＥＭ分辨率将该数学
曲面离散，建立相应的 ＤＥＭ数据。在此 ＤＥＭ上分
别采用（８）式及表１中各模型求取坡度，根据曲面
数学表达式求取坡度理论值，将两者进行比较可分

析在该ＤＥＭ分辨率下各模型的计算精度和误差分
布。边缘效应采取切除的方式进行处理，即将 ＤＥＭ
边缘提取坡度误差较大的值删除，精度指标采用中

误差ＲＭＳＥ（ＲｏｏｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ）。各模型计算
的坡度中误差如表２所示。

表２　坡度中误差分析
Ｔａｂ．２　ＲＭＳＥａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｌｏｐｅ

分辨率
三阶不带

权差分

三阶反

距离平方

权差分

三阶曲

面拟合

５×５局部
窗口模型

三阶曲面

拟合１３点
局部窗口

模型

５ｍ ５．４９×１０－４ ５．０２×１０－４ １．０３×１０－６ ３．２９×１０－７

１０ｍ ２．２０×１０－３ ２．００×１０－３ １．６７×１０－５ ５．３２×１０－６

根据表２，在不考虑 ＤＥＭ误差的情况下，三阶
曲面拟合对称１３点局部窗口模型能显著提高坡度
计算精度，如在ＤＥＭ分辨率为５ｍ时，三阶不带权
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差分坡度中误差是三阶曲面拟合对称１３点局部窗
口模型的１．７×１０３倍，三阶曲面拟合５×５局部窗
口模型坡度中误差是三阶曲面拟合对称１３点局部
窗口模型的３．１３倍。图４、图５是不同模型计算坡
度的误差平面分布图和频率统计图，可以看出：

（１）三阶曲面拟合对称１３点局部窗口模型与其他
模型类似，误差主要集中在峰谷及曲率较大位置处，

误差值正、负交替分布，但误差平面分布形态与其他

三种模型有较大差异。（２）各模型的误差主要分布
在零值右侧，说明各模型计算的坡度值较理论值小。

（３）三阶曲面拟合对称１３点局部窗口模型的误差
值位于零值附近且频率更高，其误差较其他模型更

集中，其他三种模型在其各自的误差范围内都包含

图４　不同模型计算坡度的误差分布平面图 （ｗ＝５）
（ａ）三阶不带权差分，（ｂ）三阶反距离平方权差分，（ｃ）三阶曲面拟合５×５窗口模型，（ｄ）三阶曲面拟合１３点窗口模型

Ｆｉｇ．４　Ｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｓｏｎｓｌｏｐｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ（ｗ＝５）．

（ａ）ＴｈｉｒｄＯｒｄｅｒＤｉｆｆｅｒｅｃｅ，（ｂ）ＴｈｉｒｄＯｒｄｅｒＤｉｆｆｅｒｅｃｅｗｉｔｈｉｎｖｅｒｓｅｓｑｕａｒｅｄｉｓｔａｎｃｅｗｅｉｇｈｔｅｄ，（ｃ）Ｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒ

ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇ５×５ｌｏｃａｌｗｉｎｄｏｗ，（ｄ）Ｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇ１３ｎｏｄｅｓｌｏｃａｌｗｉｎｄｏｗ

多个峰值，误差分布较分散。

#"#

　包含
30+

误差的模型精度分析

以上的模型精度分析是在没有 ＤＥＭ采集误差
的情况下进行的，然而实际ＤＥＭ数据往往是包含采
集误差且是不可避免的，为了对各模型计算精度进

行全面评价，考虑 ＤＥＭ数据包含采集误差，若不考

虑ＤＥＭ误差的自相关性，各模型计算偏导数 ｆｘ、ｆｙ
的中误差 ｍｆｘ、ｍｆｙ可由误差传播定律得到

［２０］，其表

达式为：

ｍＦ ＝ （
Ｆ
ｘ
）２ｍ２ｘ＋（

Ｆ
ｙ
）２ｍ２ｙ＋… ＋（

Ｆ
ｕ
）２ｍ２

槡 ｕ

（１０）
其中ｘ，ｙ，…，ｕ为测量值，对应于各格网点高程测量
值（ｚｉ）；Ｆ为关于 ｘ，ｙ，…，ｕ的某个函数，对应各模
型ｆｘ、ｆｙ的表达式。设各格网点（ｚｉ）的测量中误差
为ｍｚｉ，并且ｍｚ１＝ｍｚ２＝…＝ｍｚ２５＝ｍｚ，则根据（１０）式
可求得各模型偏导数的中误差（表３）。

表３　各模型偏导数中误差
Ｔａｂ．３　ＲＭＳＥｏｆｐａｒｔｉａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌ

ＲＭＳＥ
三阶不

带权差分

三阶反距离

平方权差分

三阶曲面拟

合５×５局部
窗口模型

三阶曲面

拟合１３点局部
窗口模型

ｍｆｘ、ｍｆｙ
ｍｚ
槡６ｗ

槡３ｍｚ
４ｗ

５２７
槡７０

ｍｚ
６ｗ

槡１３０ｍｚ
１２ｗ
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图５　不同模型计算坡度的误差频率统计图（ｗ＝５）
（ａ）三阶不带权差分；（ｂ）三阶反距离平方权差分；（ｃ）三阶曲面拟合５×５窗口模型；（ｄ）三阶曲面拟合１３点窗口模型

Ｆｉｇ．５　Ｅｒｒｏｒｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｈｉｓｔｏｇｒａｍｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｓｏｎｓｌｏｐｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ（ｗ＝５）．

（ａ）ＴｈｉｒｄＯｒｄｅｒＤｉｆｆｅｒｅｃｅ，（ｂ）ＴｈｉｒｄＯｒｄｅｒＤｉｆｆｅｒｅｃｅｗｉｔｈｉｎｖｅｒｓｅｓｑｕａｒｅｄｉｓｔａｎｃｅｗｅｉｇｈｔｅｄ，（ｃ）Ｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒ

ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇ５×５ｌｏｃａｌｗｉｎｄｏｗ，（ｄ）Ｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇ１３ｎｏｄｅｓｌｏｃａｌｗｉｎｄｏｗ

为了更加直观地表现各模型在具有误差 ＤＥＭ
上提取坡度的中误差的相对大小，在离散曲面上施

加随机误差ｋｒ，ｒ为０～１的随机数，ｋ为放大倍数，
以模拟不同程度中误差的 ＤＥＭ。本文 ｋ分别取１，
３，６，９，１２，对应 ＤＥＭ中误差分别为 ０．５７，１．３，
３４７，５．１９，６．９３。当格网分辨率为５ｍ时，各模型
在这５种 ＤＥＭ上计算坡度的中误差统计结果如
表４。

表４　不同ＤＥＭ中误差下各模型坡度中误差

Ｔａｂ．４　ＲＭＳＥｏｆｓｌｏｐｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌ

ｏｎＤＥＭｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔＲＭＳＥ

ＤＥＭ
中误差

三阶不

带权差分

三阶反

距离平方

权差分

三阶曲面

拟合５×５
局部窗口模型

三阶曲面

拟合１３点局
部窗口模型

０．６１ １．４２ １．５３ １．６４ ３．８１

１．７３ ５．０８ ５．３１ ５．６８ １２．２２

３．４７ １０．３８ １１．０３ １１．７２ ２３．２７

５．１９ １５．５３ １６．３７ １７．３３ ３２．２３

６．９３ ２０．３７ ２１．４２ ２２．４９ ３９．１４

　　根据表３和表４，不同模型在包含误差的 ＤＥＭ
上提取坡度时，坡度计算精度由高到低为：三阶不带

权差分、三阶反距离平方权、三阶曲面拟合５×５局
部窗口模型、三阶曲面拟合１３点局部窗口模型。可
以看出：（１）加权模型对误差的平滑作用次于不加
权模型；（２）三阶曲面拟合１３点局部窗口模型提取
的坡度中误差是其他模型的２倍左右，说明该模型
对误差的平滑能力较差，只适合高精度ＤＥＭ坡度的
提取。

３　结束语

局部曲面拟合法是计算地形因子的常用算法，

拟合曲面多项式和局部窗口类型是影响该方法坡度

计算精度的主要因素，本文基于常规窗口提出了一

种新的局部窗口———对称１３点局部移动窗口，推导
了三阶曲面拟合该窗口的坡度计算公式，并对其计

算精度进行了分析。研究表明：（１）利用三阶曲面

１４１第１期 基于ＤＥＭ的对称１３点局部窗口坡度算法分析



拟合对称１３点移动窗口得到的计算公式与赵明伟
（２０１２）等利用差分方法得到的５节点二阶差分一
样；（２）相对于现有的曲面拟合模型，在不含误差的
ＤＥＭ上，三阶曲面拟合对称１３点窗口模型能显著
地提高坡度计算精度；（３）三阶曲面拟合对称１３点
窗口模型对误差的平滑能力较差，适用于高精度

ＤＥＭ。本文的研究拓展了局部曲面拟合法在坡度
提取中的应用，丰富了地学因子提取方法体系。
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