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　　提　要　通过边坡破坏概率与安全系数的比较分析 ,提出基于概率方法的可靠性分析的必要性;同

时从边坡可靠度指标 β的几何定义出发 ,建立马氏距离表达式 ,并对其结果的可行性进行了验证。

关键词　边坡　可靠性　可靠度指标

分类号　《中图法》 　P 642.22　　文献标识码　A

传统边坡稳定性分析多采用安全系数法 , 该方法计算简便 、直观 , 广泛应用于边坡的分析和设计 , 但

其缺点是无法反映介质特性 、孔隙水压力和荷载的不确定性[ 1] 。一方面 , 具有相同安全系数值的不同边

坡 ,往往具有不同的危险程度[ 2] ;另一方面 , 对于给定的岩土试验数据和边坡资料 , 安全系数需多大才表

示实际意义上的安全或不安全? 忽视这些问题 ,会误导出危险程度的判别结果 ,或在边坡设计中加大人

为因素[ 3] 。因此 ,考虑介质特性的不确定性 、地下水压力的变动 、模型误差和试验误差等 , 合理的边坡稳

定性分析是基于概率方法的可靠性分析。

可靠性分析是研究在诸多确定的和不确定的因素作用下系统的安全问题。近十多年来 , 学者们将

该方法应用于边坡系统的稳定性分析 ,取得了显著成果 ,这些成果的基本思想是假设边坡受控于多种因

素 x i(i=1 , 2 , ..., n), 基于极限平衡理论的状态函数 Z=g(x 1 , x 2 , ..., xn)为合理的条件下 ,进行最小

可靠度指标 β(最大失效概率)的确定 , 其中 β 是针对边坡临界滑面而言.对于边坡系统诸多潜在滑面和

整体破坏概率来说 ,系统的可靠度要比临界滑面的可靠度大[ 4] 。加之状态函数 g(x)为确定性模型 , 以

此为基础的可靠性分析难免存在指标弱化和模型误差问题。对此 , 本文将以 Hasofer-Lind 可靠度指标

的几何方法进行边坡系统的稳定性分析。

1　边坡破坏概率与安全系数

如图 1 , 按极限平衡理论 ,边坡安全系数为

F = Wcosαf + lc/ W sinα (1)

式中　F 为安全系数 , f 为滑面内摩擦系数 , c 为滑面内聚力 , L , α分别为滑面长度和倾角 , W 为边坡单

宽质量。

边坡的状态是受多种因素控制的 ,如土体容重γ、强度 c 和 f 、地下水压力 u 和外部荷载q 等 ,它们

具有不确定性 ,是随机变量 , 以状态函数表达为

Z = g(x)= g(γ, c , f , u , q...) (2)

根据破坏概率定义有

P f=Pr(g(x)<0)=Pr(
g(x)-μg

σg
<
μg
σg
)=Pr(Z′<-β)=Υ(-β) (3)

式中　P f 为边坡破坏概率 , μg 为g(x)的均值;σg 为 g(x)的方差;β 为可靠度指标;Υ为准正态函数;
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Z′=g(x)-μg/ σg 。(3)式 Υ是个累积函数 , 即 P f 与 β 属一一对应关系 , β 的大小 , 反映了边坡危险度

大小 ,而 β 的表达方式 ,是由状态函数 g(x)的构造方式决定的。以边坡抗滑力 R 和下滑力 S 表达的安

全储备 、安全系数和对数安全系数[ 5] ,构造 g(x)并由此得到 β 与边坡安全系数F 的关系(表 1)。

图 1　边坡分析示意图 图 2　 f 与 β关系
Fig 1　Analytic diagram of slope f ig.2　f vs.β

　　从表 1 可以看出 , g(x)的三种构造形式 , 得到的是边坡可靠度指标 β 不同的表达方式 , 即对于给定

不同的δR 、δS 和F 值 , β 是可变的。图 2说明边坡可靠度指标与安全系数多值对应的关系 ,尤其F>1.2

表 1　不同表达形式的 g(x)和 β1)

Fig 1　Dif ferent types of g(x)and β

g(x) β

R-S F-1/ F2δ2R+δ
2

R/ S F-1/ F δ2R+δs
2〗

lnR/ S lnF/ δ2R+δs
2

　　1)F —安全系数;δR 、δs分别为 R 、S 的变异系数

表 2　破坏概率变化情况 , F=1.14(据罗文强等 1996)

Table 2　Variat ion of failure probabilit y w ith F=1.14

σf σc δf δc β P f

0.016 96 0.030 0.24 0.964 0.16
0.05 96 0.095 0.24 0.914 0.18

0.085 96 0.160 0.24 0.832 0.21
0.05 156 0.095 0.39 0.583 0.28
0.05 40 0.095 0.10 1.778 0.04

时 , β 的多值性质和P f 值的发散偏移越来越明显。表 2 给出的是图 1 边坡安全系数 F =1.14 时 ,破坏

概率 P f 的变化范围。假定抗剪强度 c、 f 为相对独立并服从标准正态分布的变量 , F 为中值安全系数 ,

σf 、σc 、和 δf 、δc分别为 f 、c的标准差和变异系数 , 很明显 , F 所表征的是边坡处于一定的稳定范围 , 而非

其危险状态。

自 70 年代以来 , 尽管边坡安全系数在计算方法和精度方面 ,已有了相当的普适性[ 6] , 但由于在假设

条件和取值问题上的差异 ,作为边坡危险程度的途径 ,仍存在许多缺憾 , 尤其将安全系数作为边坡工程

设计标准时 , 往往达不到令人满意的效果。而基于 F 的破坏概率方法[ 7] ,也无法克服分析模型误差所

带来的缺点。

2　边坡可靠度指标的几何方法

通过以上 g(x)、β 、P f 、F 及其间关系的论述可以看出 ,可靠度指标 β 代表的是边坡破坏概率P f , 即

危险程度 ,数学上将其定义为

β =μg/ σg (4)

β 的求解 , 多采用一次二阶矩法 ,即将边坡状态函数 g(x)表达式按 Taylor 级数展开 ,使其成为 x 的线性

函数 ,即保留一次项的近似方法 , 该方法以确定性模型为算法基础 ,难免存在可靠度指标表达方式的差

异和分析模型的误差。

2.1　可靠度指标的几何解释

据 Hasofer & Lind(1974),可靠度指标为随机变量均值点至破坏区域的距离[ 8] , 将随机变量的空间

解释为如图 3 , 其中 μ1 、σ1 和 μ2、σ2分别为随机变量 X1 、X 2 的均值和标准差 ,在 X 空间中

β =(R(θ)/ r(θ)) (5)

上式反映了随机变量 X 为斜交关系 ,其性质由 σ1 、σ2 决定。根据 Hasofer-Lind 可靠度指标的要求 , 可
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图 3　可靠度指标的几何解释

Fig 3　Reliabilit y index in spaces

通过空间单位圆(球)方法 , 对 X 做正交变换 , 转换为正交空间 Y

(图 3), 并满足

μg(Y)= 0　σg(Y)=1 , 　Cov(g(Y)i , g(Y)j)=0 (6)

这样一来 ,将对 β 的确定转化到空间距离的求解上。

对于多变量的边坡问题 , 图 3 极限状态面可以认为是个超平

面 ,通过(x 1 , x 2 , .., xn)※Y(y 1 , y 2 , ..., yn)正交变换 , 使得 y1 ,

y 2 , ..., y n 具有零均值和相互独立的属性 ,此时 , Y 空间原点到极

限状态面切平面的最小距离即为可靠度指标设计值 βd , 相应的边

坡破坏概率设计值 P fmax为:

P fmax =Υ(-βd) (7)

2.2　可靠度指标与空间距离

关于这一点 ,已有文作过分析(Hasofer & Lind , 1974;Parkin-

son , 1978)[ 9] , 本文拟从距离定义出发 , 建立其与可靠度指标的关

系。

2.2.1　几何空间的可靠度指标

图 3 , 为了实现 X 空间※Y 空间变换 , 引入

y 1 = x 1-μ1/ σ1 , 　　y 2 =(x 2-μ2/ σ2 (8)

y 1 、y 2 为互不相关的随机变量 , 假设极限状态面上存在一点 Y(y 1 , y 2)＊ ,据(5)式 ,可靠度指标以距离表

达为

β = y 21＊+ y 22＊ = (
x 1 -μ1

σ1
)2
＊+(

x 2-μ2
σ2

)2
＊ (9)

不难看出 ,(9)式实际上为一中心位于(μ1 、μ2)、长短轴分别为 β σ1 、β σ2 的椭圆.同样对有 m 个变量的

边坡问题 ,(9)式可扩展为 m 维空间椭球体 ,这时边坡可靠度指标设计值 βd 为

βd=min
k
(∑

m

i=1
(
xik-μik
σik

)
2
)
1/ 2

(10)

由此也可以看出 ,在原始 m 维空间中 , βd 是以方差为单位的均值点至极限状态面的最小距离 ,如果做变

换 ,使得 σik=1 ,就成为习惯上的距离。

2.2.2　变量相关的可靠度指标

(10)式代表了边坡分析和设计中 ,可靠度指标的普遍含义。 在对 βd 确定过程中 , μi 和σi 很容易从

样本参数估计中获得 ,但 xi(i=1 , 2 , ..., m)的获得需取决于状态函数 g(x),若据此 , 问题就回到对 g

(x)的极值或一次二阶矩法上来 ,而同一边坡 , g(x)的构造形式可以有好几种 , 且计算过程也较为复杂。

因此 ,有必要不到 g(x)上寻求(x 1 , x2 , ..., xn)＊点 , 使得 βd 存在的问题上 , 而直接从样本方案上寻找

与 βd 相匹配的距离关系。

为此 ,引入马氏(Mahalanobis)距离概念[ 10] :设有两个相同协方差矩阵的正态母体 N(μn , S n), n =

1 , 2 ,变量 x i期望值分别为μi1 、μi2;变量 x j 期望值分别为μj1 、μj2 ,则两个母体期望值间的距离为:

d 1 =μi1 -μi2 , 　　d2 =μj1 -μj 2

将两母体的马氏距离定义为 D2= ∑
m

i , j=1
d is

ijd j (11)

式中　sij为协方差矩阵S 的逆矩阵 S -1的元素。(11)式给出的是两个正态母体变量相关时的距离 , 如

果变量相互独立 ,则(11)式可简化为 D =(∑
m

i=1

d2i

σ2i
)

1
2 (12)

很明显 ,(12)式与(10)式是相同的 ,(11)式实际上为变量相关时可靠度指标的表达式 。因
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此 ,据数学原理[ 10] ,在未知 g(x)的期望值和方差的情况下 ,采用样本参数估计值 ,可靠度

指标设计值 βd 可表达为

βd=min
x ∈ R
[ (X -M x)

T·S -1·(X -M x)]
1
2

(13)

ck5 、ck2为钻孔编号 , 1128.5 、1120.8 为孔口高程)

图 4　某县城边坡剖面
Fig 4　Analy tic slope pro file

(13)式中 X 为基本变量矩阵;M x 为基本变量均值阵;(X -

Mx)
T 为二者的转置矩阵;R 为表示基本变量点 X 所处的破坏区

域.并据变量 X i服从正态分布N(μi , σi), 对(13)式作标准化变

换 ,有

βd=min
x ∈ R
[(
xi-μi
σi

)T·R-1(
x i-μi
σi

)]
1
2 (14)

(14)式中 R-1为基本变量相关系数阵的逆矩阵。

(14)式是变量相关时基于 Hasofer-Lind 可靠度指标的马氏

距离表达式;可靠度指标设计值 βd 由椭球体距离方程(9)式确

定 ,即认为样本点大都落入破坏区域时 , βd 椭球体中心至该区域边界的最小距离。对于多变量的边坡

问题 ,变量间的相关是客观存在的;而基本变量的试验值或反演值的选取 ,也常于极限平衡状态下进行

的;尤其要指出的是 ,(14)式不仅可反映所有影响边坡的因素的相关性;也可反映变量的随机性 ,加之计

算较为简便 ,因此有较广阔的应用前景。

3　实例研究

为了说明(14)式的实用性 , 我们特以某县城边坡(图 4)进行验算 , 该边坡位于昔格达组半成岩地

层 ,由于建筑开挖而产生滑动 , 平均长 30m ,高 16m。

边坡数据是通过野外调查和室内试验获得的 , 在此 , 选取土体容重 、内聚力 、内摩擦系数 、坡高和坡

度为基本变量 , 即X i=(r c f h α)T i ,它们主要统计量为:μr =17.845KN/ m3 , σr =2.69 , μc=14.

90KPa , σc=3.765 , μf=0.253 , σf=0.075 , 　μh=15.79m , σh=1.655 , μα=29.02°, σα=3.389。

计算过程以样本统计结果为基础数据 , 通过 Vbasic编写的程序模块 RESLP , 首先进行变量的主要

统计量和相关系数矩阵 R 的计算 , 再完成变量标准化和逆矩阵的运算 ,最后完成对 βd 的确定(图 5)。

　　计算结果是令人满意的 ,该边坡最小可靠度指标 βd=1.751 ,其破坏概率 P f=0.04。从边坡概率设

计要求角度(即 βd >3.0 , P f<1.3×10-3)看 , 其远离稳定状态 , 具有较高的危险度。当然 , 计算结果的

准确性还与基本变量的选择和参与的样本数量(本文 n=20)有关。同时 , 上述模型的应用 , 也为边坡工

程设计提供一个启示 ,即可选择适当的设计目标变量(如推力 T , 构造物抗力 R 等),参与设计计算 , 以

确定不同 βd 标准下的目标变量值。

　　

　　　基本变量相关系数矩阵 R

r c f h α

1.00 0.708 0.285 0.130 0.200

0.708 1.00 0.661 0.080 0.138

0.285 0.661 1.00 0.042 0.058

0.130 0.080 0.042 1.00 0.957

0.200 0.138 0.058 0.957 1.00

※R -1⊙

〔
xi -μi
σi

〕

0.5781

0.4236

-1.0353

0.4290

0.5842

或

β
i
=1.751

P
f
=0.04

图 5　计算过程及主要结果展示图
Fig 5　Main results from RESLP module

4　结　　论

可靠性理论的发展和应用 , 为边坡稳

定性分析和设计提供了有效的工具。近

年来 ,可靠度指标的建立和应用 , 一直是

研究的焦点 ,各种成果中多以状态函数 g

(x)为研究出发点的极值法或一次二阶矩

法 ,而 g(x)的误差是显而易见的。本文以可靠度指标的几何定义为出发点 , 建立多变量相关和独立时

边坡可靠度指标的马氏距离表达式 ,试图从分析模型精确 、简洁 , 计算方便的角度 ,以影响边坡安全的各

种因素为系统 ,寻找其可靠度指标设计值 , 即最大破坏概率。通过实例分析 , 结果较为合理 , 而对其应用
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于边坡工程设计方面的有效性问题 ,还有待进一步的工作。
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RELIABILITY APPROACH TO THE
ANALYSIS OF SLOPE STABILITY

LIN Li_xiang
(Institute of Mountain Hazards and Environment , Chinese Academy of Sciences

& Ministry of Water Conservancy , Chengdu　610041)

Abstract　The stability analysis of slopes are commonly conducted by using factor of safety
(Fos)methods.However , The Fos is far from a satisfactory risk measure.This paper pre-
sents an alternat ive approach using analy tic techniques of reliability basing on probabilistic
methods.The study focus is on the determination of Hasofer_Lind reliability index(H_L β)
which actually ref lects the risk degree of slopes.And the H_L β can be geometrically ex-
plained as a distance f rom the mean value of random variables to the limit failure surface in o-
riginal space X(x1 , x 2 , ..., xn).Based on this definition , a H_L β solution is progressively
w orked out in fo rmulations of M ahalanobis distance for multivariate slope problems.The
model is presented as follow s:

βd =min
x ∈ R
[(
x i-μi
σi

)T·R -1(
x i-μi
σi

)]
1
2

It successfully display s the designed value of H_L β and could be respectively practiced
to normally independent and correlated variables selected from slope sy stems.The processes
of example analy sis show more convenient in calculations and more acceptable in results than
those of performance function g(x)approaches.

Key Words　Slopes , reliabili ty , reliabili ty index
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